
Considérons, pour 𝐵 ∈ 𝐵(𝑅), l’ensemble 𝐶 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2, 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐵}. 

On a :  

𝑃𝑋−𝑌(𝐵) = 𝑃(𝑋 − 𝑌 ∈ 𝐵) = 𝑃((𝑋, 𝑌) ∈ 𝐶) = ∫ 1𝐶(𝑥, 𝑦)
𝑅2

𝑑𝑃(𝑋,𝑌)(𝑥, 𝑦) 

Or, 𝑋 et 𝑌 sont indépendantes, donc 𝑑𝑃(𝑋,𝑌)(𝑥, 𝑦) = 𝑑𝑃𝑋(𝑥) ⊗ 𝑑𝑃𝑌(𝑦). D’autre part, 1𝐶(𝑥, 𝑦) = 1𝐵(𝑥 − 𝑦). 

Ainsi, par le théorème de Fubini-Tonelli, on obtient que : 

𝑃𝑋−𝑌(𝐵) = ∫ 1𝐶(𝑥, 𝑦)
𝑅2

𝑑𝑃𝑋(𝑥) ⊗ 𝑑𝑃𝑌(𝑦) 

                 = ∫ (∫ 1𝐵(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑃𝑋(𝑥)
𝑅

) 𝑑𝑃𝑌(𝑦)
𝑅

 

                 = ∫ (∫ 1𝐵+𝑦(𝑥)𝑑𝑃𝑋(𝑥)
𝑅

)
𝑅

𝑑𝑃𝑌(𝑦) 

                 = ∫ 𝑃𝑋(𝐵 + 𝑦)𝑑𝑃𝑌(𝑦)
𝑅

 

                 = ∫ (∫ 𝑓𝑋(𝑢)
𝐵+𝑦

𝑑𝜆(𝑢))
𝑅

𝑓𝑌(𝑦)𝑑𝜆(𝑦) 

                 = ∫ (∫ 1𝐵+𝑦(𝑢)𝑓𝑋(𝑢)𝑑𝜆(𝑢)
𝑅

)
𝑅

𝑓𝑌(𝑦)𝑑𝜆(𝑦) 

                 = ∫ (∫ 1𝐵(𝑢 − 𝑦)
𝑅

𝑓𝑋(𝑢)𝑑𝜆(𝑢))
𝑅

𝑓𝑌(𝑦)𝑑𝜆(𝑦) 

                 = ∫ (∫ 1𝐵(𝑥)𝑓𝑋(𝑥 + 𝑦)𝑑𝜆(𝑥)
𝑅

) 𝑓𝑌(𝑦)𝑑𝜆(𝑦)
𝑅

 avec 𝑥 = 𝑢 − 𝑦 

                 = ∫ (∫ 𝑓𝑋(𝑥 + 𝑦)𝑑𝜆(𝑥)
𝐵

) 𝑓𝑌(𝑦)𝑑𝜆(𝑦)
𝑅

 par Fubini − Tonelli. 

𝑃𝑋−𝑌(𝐵) = ∫ (∫ 𝑓𝑋(𝑥 + 𝑦)𝑓𝑌(𝑦)𝑑𝜆(𝑦)
𝑅

) 𝑑𝜆(𝑥)
𝐵

 

Ainsi, 𝑓𝑋−𝑌(𝑥) = ∫ 𝑓𝑋(𝑥 + 𝑦)𝑓𝑌(𝑦)𝑑𝜆(𝑦)
𝑅

 

Avec 𝑓𝑋(𝑥) = 𝑒−𝑥1[0;+∞[(𝑥) et 𝑓𝑋(𝑦) = 𝑒−𝑦1[0;+∞[(𝑦) on obtient que 𝑓𝑋(𝑥 + 𝑦) = 𝑒−𝑥−𝑦1[0;+∞[(𝑥 + 𝑦), et donc !  

𝑓𝑋−𝑌(𝑥) = ∫ 𝑓𝑋(𝑥 + 𝑦)𝑓𝑌(𝑦)𝑑𝜆(𝑦)
𝑅

 

                = ∫ 𝑒−𝑥−𝑦1[0;+∞[(𝑥 + 𝑦)
𝑅

𝑒−𝑦1[0;+∞[(𝑦)𝑑𝜆(𝑦) 

                 = ∫ 𝑒−𝑥−2𝑦1[0;+∞[(𝑥 + 𝑦)𝑑𝜆(𝑦)
[0;+∞[

 

𝑓𝑋−𝑌(𝑥) = ∫ 𝑒−𝑥−2𝑦1[−𝑥;+∞[(𝑦)𝑑𝜆(𝑦)
[0;+∞[

 

La condition 𝑥 + 𝑦 ≥ 0 est équivalente à 𝑦 ≥ −𝑥 avec 𝑥 ≥ 0. 

Or, pour 𝑥 ≥ 0, on a [0; +∞[∩ [−𝑥; +∞[= [0; +∞[, et donc :  

𝑓𝑋−𝑌(𝑥) = ∫ 𝑒−𝑥−2𝑦𝑑𝜆(𝑦)
[0;+∞[

= [−
1

2
𝑒−𝑥−2𝑦]

0

+∞

=
1

2
𝑒−𝑥 

 


